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روش هاي عددي درالکترومغناطیس
سید محمد مهدي میرطلائی: مدرس

1

سر فصل درس
مقدمه

 روش تفاضل محدود(FDM)

روش اجزاي محدود(FEM)

روش ممان(MOM)
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مراجع
1. Numerical Techniques in Electromagnetics - Sadiku

3

مراجع
2. Electromagnetic Simulation using the FDTD Method – Sullivan
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مراجع
3. The Finite Element Method in Electromagnetics- Jian-Ming Jin

5

مراجع
4. The Method of Moments in Electromagnetics, Walton C. Gibson
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ارزشیابی
نمره6:  امتحان میان ترم

نمره10: امتحان پایان ترم

نمره4: تکالیف و شبیه سازي

7

مقدمه: فصل اول
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مقدمه

روش هاي حل مسائل 
الکترومغناطیس

روش هاي تحلیلی

روش هاي عددي

روش تفاضل 
محدود 

روش اجزاي 
محدود

روش ممان

روش خط انتقال

و سایر روش ها

9

مروري بر تئوري الکترومغناطیس
:میدان هاي الکترواستاتیک-1

قانون گوس:
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس
بیان معادلات به فرم مشتق

رابطه بین چگالی شار الکتریکی و شدت میدان الکتریکی

تعریف پتانسیل الکتریکی
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس

12

معادله پواسون

معادله لاپلاس
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس
:مگنتواستاتیکمیدان هاي -2

:قانون آمپر

13

مروري بر تئوري الکترومغناطیس
بیان معادلات به فرم مشتق

 مغناطیسیو شدت میدان مغناطیسی رابطه بین چگالی شار

 الکتریکی و چگاهلی جریان الکتریکیمیدان شدت رابطه بین
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس
بیان چگالی شار بر حسب پتانسیل مغناطیسی برداري:

15

معادله پواسون
معادله لاپلاس

مروري بر تئوري الکترومغناطیس
میدان هاي متغیر با زمان-3

16

فرم مشتقی 
معادلات

فرم انتگرالی 
معادلات
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس
اثر محیط بر کمیت ها

قانون نیروي لورنتس

ارتباط چگالی جریان و تغییرات بار:

17

مروري بر تئوري الکترومغناطیس
:شرایط مرزي-4

:محیطی که موج در آن قرار دارد میتواند ویژگی هاي زیر را داشته باشد
 است در غیر این صورت خطی محیط باشند، از               اگر                      مستقل

. محیط غیر خطی است
ن در غیر این صورت نا همگهمگنگر                    مستقل از متغیرهاي مکانی باشد ا

.است
 ر و در غیر این صورت غیایزوتروپیکاگر                    مستقل از جهت باشد محیط

ایزوتروپیک است 
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس
:شرایط در مرز دو ماده

19

مروري بر تئوري الکترومغناطیس
): معادلات ماکسول متغیر با زمان(معادله موج-5

یتوان با م. در معادلات ماکسول میدان هاي الکتریکی و مغناطیسی با یکدیگر کوپل شده اند
.  تبدیل به معادلات موج این کوپلینگ را حذف نمود

:با فرض اینکه محیط خطی، ایزوتروپیک، همگن و فاقد منبع باشد

20

معادله هلمهولتز
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس
:به طور مشابه معادله هلمهولتز براي میدان مغناطیسی به صورت زیر است

وج سرعت انتشار این م. معادلات هلمهولتز معادله حرکت موج در یک محیط را نشان می دهد
:به صورت زیر است

21

مروري بر تئوري الکترومغناطیس
:یباشندمعادلات هلمهولتز به فرم برداري هستند که در مجموع شامل شش مولفه اسکالر زیر م

:هر کدام از این مولفه ها به صورت زیر در معادله هلمهولتز صدق میکند
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مروري بر تئوري الکترومغناطیس
:پتانسیل هاي متغیر با زمان-6

:براي پتانسیل هاي الکتریکی و مغناطیسی میتوان نشان داد

23

فرم مشتقی

فرم انتگرالی

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
:مسائل الکترومغناطیس بر اساس یکی ویژگی هاي زیر دسته بندي میشوند

.ناحیه اي که مسئله در آن حل میشود-1
نوع معادله توصیف کننده مسئله-2
شرایط مرزي اختصاص یافته به مسئله-3
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دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
:دسته بندي بر اساس نواحی حل مسئله-1
نواحی با مرز محدود

نواحی با مرز نا محدود

25

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
:دسته بندي بر اساس نوع معادله توصیف کننده مسئله-2
معادله دیفرانسیل
معادله انتگرال
ترکیب معادله دیفرانسیل و انتگرال

:در حالت کلی
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دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
معادله پواسن الکتریکی: مثال

: در این مثال

.براي حل اغلب مسائل از فرم مشتق استفاده میکنیم

27

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
:در حالت کلی یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم به صورت زیر است

:که به صورت ساده زیر میتوان نشان داد

:در این رابطه
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دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
:هر معادله مشتق جزئی مرتبه دوم خطی سه حالت زیر را دارد

  بیضوي
هذلولی
       سهموي

29

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
معادله مشتق جزئی مرتبه دوم بیضوي

این معادله معمولا در شرایط حالت دائم بر قرار است مانند معادله لاپلاس و پواسن

. معمولا این معادلات در ناحیه با مرز محدود تعریف میشود
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دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
هذلولیمعادله مشتق جزئی مرتبه دوم 

:این معادله معمولا در مسائل انتشار امواج ظاهر میشود
معادله موج یک بعدي: مثال

ین معمولا این معادلات در ناحیه باز بر اساس شرایط اولیه حل میشوند و شرایط مرزي تعی
.شده اي را ارضا میکنند

31

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
سهمويمعادله مشتق جزئی مرتبه دوم 

:این معادله در مسائل حرارتی ظاهر میشود
:معادله انتقال حرارت: مثال

این معادلات مانند معادلات هذلولی
:در فضاي باز حل میشوند
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دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
جمع بندي

33

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
شرایط مرزيبر اساس دسته بندي -3

زي ناحیه پاسخ معادله دیفرانسل نه تنها باید در خود معادله صدق کند بلکه باید شرایط مر
. حل را ارضا کند

:سه نوع شرایط مرزي متداول وجود دارد
شرط مرزي دیریکله-1
شرط مرزي نیومن-2
شرط مرزي ترکیبی-3
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دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
:شرط مرزي دیریکله-1

:شرط مرزي نیومن-2

35

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
:شرایط مرزي ترکیبی-3
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دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
: شرط مرزي نیومن حالت خاص شرط مرزي ترکیبی است زمانی که: 1نکته 

الت در ح. شروط فوق را اصطلاحا همگن میگویند زیرا سمت راست تساوي صفر است-2نکته 
:ناهمگن به صورت زیر تعریف میشوند

37

دسته بندي مسائل الکترومغناطیس
: مثال

:مثال در الکترواستاتیک
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روش تفاضل محدود: فصل دوم

39

مقدمه
 براي حل مسائل هیدرودینامیک معرفی گردید1920این روش اولین بار در سال.
این روش حل از سه گام تشکیل شده است:

تقسیم ناحیه حل به شبکه اي از نقاط
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تقریب معادلات دیفرانسیل با معادلات تفاضلی

حل معادلات تفاضلی با استفاده از شرایط اولیه و شرایط مرزي

41

الگوهاي تفاضل محدود 
: تعریف مشتق مرتبه اول
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الگوهاي تفاضل محدود 
:تعریف مشتق مرتبه دوم

43

الگوهاي تفاضل محدود 
محاسبه مشتق بر اساس بسط سري تیلور
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الگوهاي تفاضل محدود 
4فورمول محاسبه مشتق مرتبه دوم با خطاي از مرتبه 

3فورمول محاسبه مشتق مرتبه اول با خطاي از مرتبه 

45

الگوهاي تفاضل محدود 
اعمال روش تفاضل محدود به یک تابع : مثال
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الگوهاي تفاضل محدود 

47

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
:معادله انتقال حرارت

:معادل تفاضل محدود این معادله
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
:با فرض

شخص با استفاده از این رابطه صریح مقدار متغیر     در لحظه           بر اساس مقادیر اولیه م
:بر این اساس سلول محاسباتی به صورت شکل زیر خواهد بود. میشود

49

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
باید در شرط زیر rمیتوان نشان داد که به منظور حفظ پایداري معادله فوق مقدار متغیر 

:صدق کند

:معادله به صورت زیر تبدیل میشودr=0.5با انتخاب 

:در نتیجه سلول محاسباتی به صورت زیر تبدیل میشود
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
.میباشدrعیب روش فوق محدود پایداري در مقدار محدود 

میانگین استفاده از(براي حل این مشکل میتوان معادله فوق را به صورت ضمنی زیر تغییر داد
):j+1و jمشتق مرتبه دوم در نقطه 

:rبا قرار دادن مقدار 

51

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
:سلول محاسباتی در این حالت

r=1اگر به طور خاص . از لحاظ پایداري کلیه اعداد مثبت استrدر این روش ناحیه تغییرات 
:انتخاب شود
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
روش هاي پیاده سازي معادلات تفاضل محدود

53

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي

54
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
حل معادله حرارت : مثال

شرایط اولیه

شرایط مرزي

بهابتداکهمتریکطولبهمیلهیکدردماییتوزیعمحاسبه:مسئلهفیزیکیتوصیف
.میگیردقراردرجهصفریخداخلآنانتهايدوصفرلحظهدروشدهگرمدرجه100اندازه

55

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
حل به روش مستقیم: حالت اول
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
حل به روش غیر مستقیم : حالت دوم

57

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي

:با حل این معادلات
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي

:با حل این معادلات

59

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
:مقایسه روش تفاضل محدود با روش تحلیلی
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل سهموي
سازيادهپیمتلبافزارنرمدرمستقیمغیرمستقیمروشبهرافوقمثال:اولسريتمرین
شبیهثانیه1زمانتاوبگیریدنظردرسانتیمتر5رانقاطفواصلحالتدوهردر.نمائید
.کنیدسازي

61

هذلولیاعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل 
):معادله موج(فرم کلی معادله 

:تبدیل به فرم تفاضل محدود: حل معادله به روش مستقیم
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی

63

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی
j-1و jبه مقادیر j+1در این معادله وابستگی مقدار تابع در لحظه : مشکل

استفاده از شرایط اولیه براي تعیین مقادیر مراحل قبلی: راه حل

:فرض کنید شرایط اولیه این مسئله به صورت زیر باشد: مثال

65

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی

66

با جایگذاري در معادله 
تفاضل محدود
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی
:حل معادله موج با شرایط اولیه و شرایط مرزي زیر: مثال

67

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی
:حل

با انتخاب 
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی

69

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل هذلولی
واصل در هر دو حالت ف. نرم افزار متلب پیاده سازي نمائیددر مثال فوق را : دومتمرین سري 

.ثانیه شبیه سازي کنید1نظر بگیرید و تا زمان سانتی متر در 1نقاط را 
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بیضوياعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل 
):پواسنمعادله (فرم کلی معادله 

:تبدیل به معادله تفاضل محدود

71

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي
:اگر منبع ورودي را صفر فرض کنیم معادله پواسن به معادله لاپلاس تبدیل میشود

.مقدار تابع در هر نقطه برابر میانگین مقادیر چهار نقطه اطراف میباشد

73

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي
:ثالمعادله لاپلاس را با تعاریف مشتق با دقت بالاتر هم میتوان پیاده سازي نمود براي م
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي
تابعدارمقروشاینازاستفادهبا.استمتداولترحلبرايلاپلاسمعادلهبیاناولفرممعمولا

کیحلبهتبدیلمسئلهحلنتیجهدر.میباشدمجاورشنقطهچهارازتابعینقطهدر
:میشودمعادلاتازبزرگدستگاه

:استمتداولروشدومعادلهدستگاهاینحلبراي
:مستقیمروش

...وسایدلگوسجاکوبی،روش:تکراريروش

75

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي
حل معادله لاپلاس زیر: مثال

:شرایط مرزي

:با انتخاب            

76

PDF.tarikhema.org

PDF.tarikhema.org
ta

rik
he

m
a.

or
g

http://pdf.tarikhema.org
http://pdf.tarikhema.org
http://tarikhema.org


3/4/2017

39

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي

:این معادلات را میتوان به صورت ماتریسی بیان نمود

77

اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي

:با حل این معادله ماتریسی به روش ماتریس معکوس و یا روش تکرار
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اعمال روش اجزاي محدود به معادلات دیفرانسیل بیضوي
:معادله پواسن زیر را حل کنید: تمرین سري سوم

:در این معادله مقدار چگالی سطحی بار الکتریکی مطابق رابطه زیر تغییر میکند

79

دقت و پایداري روش تفاضل محدود

منابع ایجاد خطا

خطاي ناشی از 
مدلسازي

خطاي ناشی از 
مختوم سازي

خطاهاي ناشی از 
گرد کردن
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دقت و پایداري روش تفاضل محدود
با کوچک کردن سایز مش بندي خطاي گسسته 

سازي کاهش میابد ولی چون حجم حافظه 
افزایش میابد مجبور به کاهش دقت اعداد 

.هستیم که باعث افزایش خطاي گرد کردن میشود

81

دقت و پایداري روش تفاضل محدود
به یک الگوریتم عددي زمانی پایدار است که خطاي ایجاد شده در هر مرحله منجر: پایداري

.خطاي تجمعی کمتر در مرحله بعد شود
خطا در مرحله بعد از رابطه زیر . ام برابر      باشدnفرض کنیم خطا در مرحله : نحوه بررسی

:محاسبه میشود
:براي پایداري روش عددي 
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دقت و پایداري روش تفاضل محدود
:روش ون نیومن

:مثال

:استفاده از سري فوریه

:با در نظر گرفتن یک مود از سري فوریه

:جایگذاري در معادله تفاضلی

83

دقت و پایداري روش تفاضل محدود
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حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد
:معادلات ماکسول در فضاي آزاد

.  باشد و مولفه هاي موج شامل      و        باشدzفرض انتشار موج در راستاي محور 

85

حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد
:با استفاده از تعریف مشتق معادلات به فرم تفاضلی تبدیل میگردد

:متغیر زمان و مکان به صورت زیر تعریف میشوند
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حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد

87

حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد

بسیار متفاوت است و این مسئله دقت محاسبات را کاهشHو Eاز لحاظ عددي اندازه متغیر 
:میدهد براي حل این مشکل از تغییر متغیر زیر استفاده میشود
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حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد
:گام هاي زمانی بر اساس ابطه زیر مشخص میشود

89

شرط پایداري
ول میکشد سرعت انتشار موج نمیتواند از سرعت نور بیشتر باشد بنابراین حداقل زمانی که ط

:که موج به اندازه      حرکت کند برابر
:در حالت یک بعدي
:در حالت دو بعدي
:در حالت سه بعدي

:شرط کورانت
:بعديnدر حالت 

:در این کتاب
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شرایط مرزي جاذب در حالت یک بعدي
براي جلوگیري از انعکاس امواج از مرزهاي ناحیه حل باید از شرایط مرزي جاذب استفاده 

.نمائیم
طی با توجه به گام زمانی انتخاب شده در این مسئله، مسافتی که موج در یک بازه زمانی

:میکند برابر

مانی قبل تر بنابراین میتوان مقدار تابع در مرز ناحیه را با مقدار تابع در نقطه قبلی در دو گام ز
.یکسان فرض نمود

91

یک دي الکتریکحل معادله انتشار موج یک بعدي در 
:اصلاح روابط

:اعمال روش تفاضل محدود
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حل معادله انتشار موج یک بعدي در یک دي الکتریک
چون

93

حل معادله انتشار موج یک بعدي در یک دي الکتریک
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تعیین ابعاد مش
به طور . استفاده میشود10به طور معمول براي انتخاب تعداد نقاط براي هر طول موج از عدد 

:مگاهرتز باشد400مثال اگر فرکانس منبع 

95

حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد
گوسیسازي انتشار یک موج الکترومغناطیسی با منبع انتشار شبیه : مثال

ساخت تابع گوسی: مرحله اول
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حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد
محاسبه میدان ها: مرحله دوم

T=100پاسخ به ازاي 
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حل معادله انتشار موج یک بعدي در فضاي آزاد
)تمرین سري چهارم(اعمال شرایط مرزي جاذب : مرحله سوم
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بعدي در فضاي آزاددو حل معادله انتشار موج 
معادلات ماکسول در حالت کلی

:در مود انتشاري میتوان فرض نمود
: TMمود 
: TEمود 

99

حل معادله انتشار موج دو بعدي در فضاي آزاد
TMبا فرض مود 
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حل معادله انتشار موج دو بعدي در فضاي آزاد

101

حل معادله انتشار موج دو بعدي در فضاي آزاد
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بعدي در فضاي آزادسه حل معادله انتشار موج 
کلیمعادلات ماکسول در حالت 

Yeeاستفاده از سلول محاسباتی 

103

حل معادله انتشار موج سه بعدي در فضاي آزاد
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حل معادله انتشار موج سه بعدي در فضاي آزاد
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